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LA FUNCION DE POLYA(*)
LUIS MORENO ARMELLA
De-fin arnos una func ion P: : 0,]] 1, 7 un tr iaugu!o rectangulo,de la si-
guienfe forma; Para cada t t r 0, I J expresamos / e s su expansion binar ia t • O.
d I d2· . , dl/' .. donde d)1) - O. I. Para cada t , asociamos una suce sion de tr ian
gulos } l' '12" ... 'l 1/"" de l a siguiente forma; Dividimos el tri angulo original
T en dos tril'hgulos semejantes, dibujan do su altura: designamos II y Ts el ma-
yor y menor de cstos des tr iangu los. Ahor a nos fijarnos en d 1(1), Si dl(/) ~ 0 en-
tonre s eiegimos T, y 10 l larn amos 'I" Si d/(1) - I. elegimos '1'1 y 10 llama -
mos 1]. s. d I (II I, ·elegimos i / Y 10 l l amamos '1'1' Reiteramos el proceso fi-
jandono s ahara en di/) y 7} jugando el papel de 'I y as! sucesivamente, ob-











(') 1:,-..:11>arti c-ul « rue c x pl i tad u pur el nu t o r "Il,,1 "Semi n ari c de leJtj;l~ di v er so ...." or~inli/~ldll f'll c l IJ,,-
i'dll IIHI'll11l de i\lalern{itit d:-.. \ 1·~~ladl"'li(·H. de 1,1 11ni\'t-'rsidarl [\,II'iOrl<-11 1'111" Shirl,', Hlomllf'rg: d,-,~ltJ!'t-'1111
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Deriotamos '1;/0 el JI-esimo t r iangu lo asignado a l nurnero t , Aderna s
00
di am ("1'1/(1) ) -, 0 , por tanto n '[1/1) z: {11/111/0' Este punto es por definicion
1'1=)
)'(1). De esta forma queda defin ida una func ion J-': : o. / Jl,
~~ota: algunos ruirn eros poseen do s repre sentac ione s b in ari as distintas. Por ejern-
plo
I == O. lOO .. , 0
} represent an ambos el ruirnero ;
1=0.0111 ... 1
Us ando estas re pre sentac ione s obten ernos a izquierda y derecha las siguientes su-
ce si one s de tr ia n gulo s respectivamente.
,·------111, /, /,,
0- _~-'
I' (I) , ,--.C._ ..__ . _ l' (I)
T eorema A. La func ion 1': 10.11 . T es continua y sobrey ectiva.
Pruel.c (-) Sea p t: T. Di v idamos T en dos tri an gulos por e l proceso anterior. De-
no temo s '[] e l tri an gulo que contierie a l' (pod ria es tar sobre la altura), Si '[1 e s
e 1 rne nor de estos tr iang ulos sea d J == 0, Si es el mayor sea d 10: 1 Di vidamos T 1
en dos triJngulos. Denoternos '12 el queo
contiene a p. Sea ": = I se giin el
]
mismo criterio anterior. Reiteramos este
proceso y clararnente, el nurnero 1 == 0 .
d] d2 ... dll ..• obtenido satisface Pt t}>
=p., La funci on P e s pOT tanto, sobre
yectiva.
ti nu a.
(=) Veamos ahor a que la Iunc ion Pes COl.
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Observemos que s i "" son dos numero s cuyos pr irnero s N digitos coinci --





". ..- "...- ..- /..- ..- /., ~ .,
Por 10 tanto,
(1) I P(t) - PO') I < hN (I)
(N· 4)
donde btl/t) de nota la hipotenusa de T."J (I) .
Sup6ngase ah or a que 1/-" i -: 1/2N .. entonces pueden suceder :
jP{t)-P(,') l~bN(t)
(1 .. ) I," t ie nen los primeros N digitos iguales, En tal caso se cum pie
, I'
! l~ __ -+ "P,",b_=.-o_-.o. ~~






(2-) Existe t " '" CC'iN'o que es un pun to de separaci6n entre I y "
,<,"<.,'
N6tese que t " es un numero que bene dos expansiones bin arias en una, los
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pr irneros N dlgitos son los mismos de I. En la otra, los prirne ros N digitos
son los mismos de I'. Por tanto. se sigue que
(2) I I'(I) - P (I"): ~. bN (I) i P(I')- 1-'(1") , hN(/')
Por la desigualdad triangu lar , tendremos :
( 1 ') i P(I) - 1'(1') I : hN(t)·/ 1>N(I')
Pero hN ~ 0 , 10 cu al pru eba la continuidad de P. 0N~oo
Observacion. Nos proponemos ahara e stud iar la diferenciabilidad de 1', Vere-
mos que depende, 's ens ib lemen te de (1, el angulo aguda menor de T.
En ade Ian te , usaremos las abr e vi atura.s C = cos t ' . S ,- sen'
T eorema de di Ier enc icbi l idcd.
(a) Si 30°< (i < 45° =.::> P es no-diferencioble en todo punto.
(b) Si /50 < r ' <: 30° ~ P es no-diFerenciable sobre un conjunto de medida
uno, pero tiene derivada P' =0 sobre un canjun-
to no enumerable.
(c) Si t-' < J 5° , P' = 0 sobre un conjunto de medido uno.
Nos pr opone rno s obtener desigualdades que nos perrn itan estimar el cociente
J~(/) - Pc! ')
I t _ l '
para decidirsobre la diferenciabilidad de P,
Lema. Supongarnos ~lIe I y IN tiene n los primeros N-1 digitos iguales pe-
ro el N-esimo dig ito dN(1) I clN (IN)' Supongamos adernas
Ent on ce s
(4) ; 1'(1) - P(lN) ;-. (r ou s tant e) "» (I) ,
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Como dN(lN) ,- dN+/(IN) dN:2(1,\/1
gulo 't tv :2 (IN)' d isyunto de TN (I) ,
T,\/,2(1N) es mayor que una con s tante
I dj\' (I) ent ouce s P(IN) est a en lin Irian"
La minima distancia enlre TN(I) y
( k) pOI' 1>:'1 (I). En tonce s
Denotemos ZN(I) el nurnero de ceros entre los pr irnero s N digitos de I y por
V,\,(I) eJ nurner o de unos Not.es e que '/.;\1(1) 1 VN(I) '- N .
(6)
Puede dernostrar se que l a longilud de /iN(1) es
7\,(1) \I ,(I)
b",/I) S J (, /
J\ partir de (6) y (5) t endre mos .




Sea I c [0. (I arbitrario. Sea N un entero y 'N un nurnero t a l que
I. I
POI' 10 tanto, (segun(4» I 1'(1) - I'(IN) I > k . /iN (I). Como
ces S < C y tenernos bN(I) ? SN. Lue go
Fjo ent on "
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Por otra parte, rt; (Ii - rt; (IN) i : N-I. as i que
(')) I
iLl
(10) i P(I) - IJ(lN I'1-----
. 1 - t I
N
> 2 N -I 'k . sN N(2k)(2S)
Como 30° <:' (.' 0---;'
N







I pet) - P(IN) ,
1- IN
P no es derivable en 1 ?J:J I,
(b) Veamos que si J 5° l()O . P es no-difer erici ab le sobrc un conj unt.o de
medida uno, pero tiene derivada p' 0 sabre un conjunto no enumerable, (e st a
afi rrnacion u lt imu no lei derno s t rar emos ).






don de /.N(I) Y \/,'1(1) deriotan el nurnero de ceres y unos respectivamente que
hay en los pr imer os ,\J digitos de (la) expansion binaria de I. (una expan s ion bi-
nar ia )
T eorema de Sorel. Casi todo I' '0•11 es un nurnero norma! (J
Dernos tr aremos que en ext e caso (b), P' no existe sobre e l conjunto de los
nurne ros normales de 10.1 i Como
\IN -t '/.N N 2/i\J /.,'J - \IN (not acion que define J)N ) entonces :
'/.N N/2 ! J)N
\IN N/2 - J)N
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ZN 1 o i', 1 ZN
"2 I ~--~-.-+ 2 luego hiliN S N .\'
\1,\1 '/
Sabemos que bS( I)
( S .'J Fntonce s
Nil - ON N,'2 .\/),V Nil f) 'vbN(I ) C I S (S(j (Si ( ) ,
NI2 f)y
I'N (SC) (S/I) i
o.
Para IN' : o. /1 que curnpl e
d .(1) c.: d. (1\1)
It,
i', N - /
'/,\1(1) 7' dN (IN)
dN(lN) z- dNI/(lN) '/,\112(1",
se t ierie :
: fJ(I) - 1'(1,\1)
En el presente caso





1 : 1'(1) -1'(1,\1) i
"OO~
2N- J i I - IN I
? /'" NI2 .ON
(_ k) u sc., (.\11)
"'-I "''"2 J) Ik '2 (S() (.\iC)'\
= 2SC
1
/1 ~ ]0° <" 21' =? )< sell (2 :1) ~ / < 2 sell (2
- V' 7
=' I' 4 SC por 10 tanto (4SU' - --,,). ,
(N .+JJ)
i . pe ro .-,«: ')





I 1'(1) - P(IN) I
1 I - IN I
11'(1) - P(IN)--r;~~-!
N/2 f)N




As! que I' no es derivable sobre los mirneros normales
(0) Ve arnos f in al rnen t e que P'=-() s obre los ruirnero s normal es cuando, '/5".Ha-
grunos Jus s igui cn te s ob se rv aci on e s :
(i ) Si t , I', di(l) diU') i : N-I Y d",(1) f d,\'U') Sea M M(,\') e l
I
meno r e ntero mayor que N tal que d{\1 (I) - dill ( I), Entonees I,· I'
2'"
C") S' I /- M(N) / E f S' I () IE/ () ')IJ J I es norma, till - \ .. - co • ell e ecro: upon gase 'IV I .:. ntonces (II t - ,
N " '
para II , N' )J <. I\f. As i que
Z(M) z- 'T(N) -1 111-- N Entonces,
/ (,\1) _ 7. (N)
N N
MN .. 1
/(M) ill /.(N) - 1 -t M ~ ( ~CMl 1) MN -' N~1 N , 'N M
Pero 7.("')
1 Z.fi'J) 1 lue go- --M N ,(fL 2 N N • u.J 2
/1111 M(N)
,\I
Como P(I), /'(1') t,IN_I(1) entollees ; pet) - 1'(1') I ::. /IN -I'
fJ < 15° ~ 5 =s('/I;", < l.
<b 5 1..>/i






hNluego hN_I <: . ,~-
/
I pet) - P(I') < !'tj--- S




---,-' .,_~.J.. < (2 /.'» '(k '(SC)
I t - t' I --
/)., k ?M-N N.'! ,




Pero 4 SC' / ..=,;.
, \' 1





• l,~n total, como ,--+ 0 ten dremo s:N
/illl
N -- I
(IN _. t )
o
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as: que J' es der iv abl e sobr« los nurne ros norrna le s a




(SstH re l ac ion se usa arriba)
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